1. Классический подход 
в математической физике

Тому, кто хочет обнаружить скрытое, важно не замыкаться в одной области науки, а сохранять связь с другими ее областями. 

Жак АДАМАР 
Применение математических методов для исследования явлений природы включает в себя построение математического описания изучаемого процесса, качественный анализ полученной в результате моделирования задачи и ее практическое решение. Все три этапа исследования связаны с широко используемым в математической физике понятием классического решения задачи. Нам предстоит убедиться в том, что на пути построения математической модели в рамках классического подхода возникают серьезные трудности, преодоление которых и составляет предмет настоящей книги.  

1.1. Математический анализ явлений природы

Исследование задач математической физики фактически реализуется в три этапа. Сначала проводится вывод математической модели процесса. Затем выполняется качественный анализ полученной системы, важнейшим этапом которого является доказательство существования решения поставленной задачи. Наконец, на завершающей стадии исследования осуществляется непосредственное решение задачи, как правило, на основе некоторого метода аппроксимации. Сюда можно было бы, в принципе, добавить еще интерпретацию результатов математического анализа модели с позиций соответствующей предметной области и их практическое использование. Однако эти вопросы уже выходят далеко за пределы математики, а потому не относятся к обсуждаемому кругу проблем. В этой связи мы ограничимся рассмотрением трех выше указанных этапов. Первый из них обычно реализуется физиком, второй – математиком-теоретиком, а третий – математиком-прикладником (см. рис. 1.1). К сожалению, столь четкое и, казалось бы, вполне естественное разграничение функций в процессе исследования задач математической физики приводит порой к весьма нежелательным последствиям. Наибольшие неприятности здесь следует ожидать на стыке отдельных этапов, где не столь уж явно проглядываются сферы влияния тех или иных специалистов.

Для построения математических моделей физических процессов обычно используется стандартная процедура (см. рис. 1.2). Прежде всего, в заданной области выделяется некоторый элементарный объем. Затем формулируются важнейшие балансные соотношения, выражающие законы сохранения основных меняющихся характеристик – энергии, импульса, массы, заряда и т.д. Вслед за этим выполняется предельный переход, когда рассматриваемый объем сжимается в точку. В результате получаются уравнения относительно функций, непосредственно описывающих состояние исследуемой системы – температуры, скорости, давления, плотности и др. Эти уравнения с дополнительными начальными и граничными условиями, как правило, и составляют математическую модель исследуемого процесса. 
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Рис. 1.1. Общая схема исследования.
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Рис. 1.2. Процесс вывода уравнений математической физики.

Указанная схема настолько привычна, что из внимания как-то незаметно ускользает одно принципиальное обстоятельство, которое, казалось бы, сразу должно бросаться в глаза любому серьезному математику. Речь идет о предельном переходе – одной из наиболее распространенных и в то же время наименее очевидных математических процедур. В математическом анализе и его неисчислимых приложениях к обоснованию процесса перехода к пределу принято относиться с максимальной осторожностью. Однако в математической физике на стадии построения математических моделей этим вопросам почему-то не уделяют должного внимания. А ведь недостаточная обоснованность процедуры вывода уравнений может поставить под сомнение все последующие действия над ними, в частности, качественный и количественный анализ системы. Для того чтобы лучше разобраться в этой, казалось бы, понятной и естественной процедуре, попробуем обратиться к конкретному примеру.

1.2. Вывод математической модели

С целью максимального упрощения технических выкладок мы ограничимся рассмотрением чрезвычайно простой и достаточно широко известной задачи. Непосредственным объектом исследования у нас будет явление теплопроводности в установившемся режиме в одномерном теле длиной L при наличии источников тепла и нулевой температуре на границе заданной области. Сравнительно подробное изложение хорошо известных рассуждений, прекрасно описанных в любом классическом курсе математической физики, объясняется острой необходимостью формирования четкого представления о существе обсуждаемой проблемы.

При сделанных предположениях изменение количества тепла q на некотором интервале [x,  x+ h] определяется соотношением
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где известная функция f характеризует распределение плотности тепловых источников по длине тела. Формула (1.1) говорит о том, что разность между количеством тепла, вошедшим в заданную область и вышедшим из нее, в точности равно количеству тепла, выделившемуся (или поглощенному) в этой области за счет действия имеющихся тепловых источников (см. рис. 1.3). 
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Рис. 1.3. Количество выделившегося тепла на заданном участке
равно разности между входящим и выходящим количеством тепла.


[image: image5.wmf] 

 q

(

x

)

 

 u

 

 x

 

 x

 

-

 

h

 

 

u

(

x

-

h

)

 

 u

(

x

)

 

(

)

(

)

(

)

(

)

h

h

x

u

x

u

x

k

x

q

-

-

-

=

  

  

  

  

  

 


Рис. 1.4. Количество переносимого тепла прямо пропорционально
разности температур и обратно пропорционально расстоянию между точками.

Как известно, наличие потока тепла в данной точке х обусловлено разностью температур в этой точке и в предшествующей области, что, собственно, и лежит в основе явления теплопроводности. Тогда величину q при достаточно малых значениях длины участка h можно рассчитать по формуле 

               
[image: image6.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

,

uxuxh

qxkx

h

--

=-

                       (1.2)

соответствующей закону Фурье XE "закон:Фурье" , где u – температура тела, k – известная функция (коэффициент теплопроводности). Приведенное равенство говорит о том, что количество тепла, переносимого от одной точки теплопроводящего тела к другой прямо пропорционально разности температур в этих точках и обратно пропорционально расстоянию между ними, причем тепло распространяется из более горячей зоны в более холодную (см. рис. 1.4). Коэффициент пропорциональности k характеризует способность конкретно данного материала проводить тепло и в рамках рассматриваемой модели считается известной функцией. Естественно, длины участков, входящие в соотношения (1.1) и (1.2), могут различаться между собой. Однако ради простоты мы будем в обеих формулах использовать одно и то же значение параметра h.

Предположим, что искомая функция u является дважды непрерывно дифференцируемой в рассматриваемой области. Тогда в результате перехода к пределу в равенствах (1.1), (1.2) при h ( 0 получаем уравнение
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К нему добавляются однородные граничные условия

                                      u(0) = 0,  u(L) = 0,                                  (1.4)

соответствующие высказанному ранее предположению о равенстве нулю температуры на границе заданной области. Краевая задача XE "задача:краевая"  (1.3), (1.4) и составляет математическую модель исследуемого явления при сделанных физических допущениях. Нам предстоит оценить специфику полученной математической задачи.

1.3. Классическое решение задачи

Объектом наших исследований является дважды непрерывно дифференцируемая функция u, удовлетворяющая соотношениям (1.3), (1.4). В теории уравнений математической физики этот объект достаточно хорошо известен и имеет специальное название.

Определение 1.1. Функцию u, дважды непрерывно дифференцируемую на интервале (0,L) и удовлетворяющую условиям (1.3), (1.4), называют классическим решением XE "решение:классическое"  данной краевой задачи.

Приведенные выше рассуждения ясно показывают, что уже сама процедура вывода математической модели непосредственно приводит к понятию классического решения задачи. Действительно, выполнение предельного перехода в процессе построения соотношения (1.3) требует именно тех функциональных свойств, которые соответствуют определению классического решения. Дальнейшее исследование полученной задачи предполагает проведение ее качественного и количественного анализа. 

Качественное исследование системы требует, прежде всего, доказательства ее разрешимости в том или ином смысле. Необходимо, в частности, показать, что при соответствующих ограничениях на функции k и f (они, как уже отмечалось, в данном случае считаются известными) задача (1.3), (1.4), действительно имеет классическое решение. При определенных условиях это решение может обладать и некоторыми дополнительными свойствами. В частности, она может оказаться единственным, непрерывно зависеть от известных функций и размеров области, а, возможно, обладать большей гладкостью, чем это оговаривается в определении 1.1. Подобные результаты устанавливаются средствами математической теории дифференциальных уравнений. 

На заключительном этапе исследования осуществляется практическое нахождение решения задачи, реализуемое, как правило, на основе какого-либо метода аппроксимации.

1.4. Аппроксимация математической модели

Нахождение аналитического решения задачи, т.е. получение формулы, характеризующей явную зависимость функций состояния системы от пространственно-временных координат и параметров процесса, удается лишь в исключительных случаях. Как правило, мы обречены на поиск приближенного решения задачи. Среди множества способов практического анализа системы (1.3), (1.4) мы выбираем метод конечных разностей XE "метод:конечных разностей"  в виду его достаточного высокой эффективности и чрезвычайно широкой популярности. При этом рассматриваемая область разбивается на участки, на каждом из которых соответствующие производные аппроксимируются разностями. 

В простейшем случае интервал (0,L) разбивается на некоторое количество М равных частей с шагом h = L/M. Определим точки 
 хi = ih , i = 0,…, M. Введем стандартные разностные операторы 
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в соответствии с равенствами
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В условиях непрерывной дифференцируемости функции  v = v(x) приведенные формулы (схемы "разность назад" и "разность вперед") действительно аппроксимируют ее производную в точках хi, где  
vi = v(xi). При этом погрешность аппроксимации в значительной степени определяется значением шага h, поскольку в результате неограниченного убывания шага соответствующие разностные соотношения в пределе дают значения производной.

Учитывая, что классическое решение данной краевой задачи по определению является дважды непрерывно дифференцируемой функцией, заключаем, что соотношение (1.3) в точках хi действительно может быть аппроксимировано разностным уравнением 
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где 
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Рис. 1.5. Интерполяция сеточной функции.

Полученная задача пополняются граничными условиями 

                                         u0  = 0,  uM  = 0.                                     (1.6)
Решая систему линейных алгебраических уравнений (1.5), (1.6) (например, с помощью метода прогонки), можно найти все значения 
ui, составляющие в совокупности некоторый вектор (M+1)-ого порядка, называемый сеточной функцией XE "функция:сеточная" . Определим соответствующую линейную интерполяцию (см. рис. 1.5)

uh(х)  =  ui + x xui, х((xi,xi+1), i = 0, …, M – 1.
Очевидно, она удовлетворяет соотношениям
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и равна нулю на границах заданного интервала. Предположим теперь, что при  h ( 0  имеет место сходимость  uh ( u  в классе дважды непрерывно дифференцируемых функций, причем получаемый предел u удовлетворяет соотношениям (1.3), (1.4). Тогда при достаточно малых значениях параметра h  мы со сколь угодно высокой степенью точности найдем классическое решение поставленной задачи. Предельный переход осуществляется в классе дважды непрерывно дифференцируемых функций, поскольку в процессе построения приближенного решения задачи мы аппроксимировали вторую производную, входящую в постановку задачи. Таким образом, осуществляется обоснование метода аппроксимации и создается база для практического решения задачи. 
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Рис. 1.6. Ограничения на функцию состояния в рамках классического подхода.

Обратим внимание здесь на то немаловажное обстоятельство, что с понятием классического решения задачи неразрывно связан не только качественный анализ системы (см. рис. 1.6). Функциональные свойства, характерные для классического решения естественным образом проявляется и при выводе математической модели (обоснование предельного перехода при стремлении к нулю размеров элементарного участка), и в процессе практического нахождение искомого решения (аппроксимация производных разностными соотношениями и доказательство сходимости метода аппроксимации). Это говорит о наличии глубокой связи между различными этапами общей схемы решения задач математической физики. Как мы убедимся со временем, этапы эти связаны между собой неразрывно. Более того, само разбиение процесса исследования на отдельные этапы носит весьма условный характер. 

И вот теперь мы подходим к ключевому моменту наших исследований – к выяснению степени обоснованности приведенных выше рассуждений. 

1.5. Степень обоснованности классического подхода

В процессе вывода уравнения (1.3) производился переход к пределу, когда длина выбранного нами элементарного участка стремилась к нулю. Как известно, в математике предельный переход считается одной из наиболее сложных операций, при выполнении которой принято проявлять максимальную осторожность. В процессе перехода к пределу часто возникают весьма серьезные неприятности, имеющие подчас катастрофические последствия. Эта операция, удивительно эффективная, но, в значительной степени, остающаяся загадочной в виду ее прямой связи с бесконечными процедурами, непременно нуждается в строгом обосновании. Именно к обоснованию предельных переходов, как правило, сводятся основные технические трудности, неизменно встречающиеся в теории уравнений с частными производными, вычислительной математике, теории оптимального управления и других разделах математики. Вследствие этого возникает серьезное недоумение ввиду отсутствия должного внимания к вопросу о степени обоснованности предельного перехода при выводе математических моделей.

Переход к пределу в соотношениях (1.1), (1.2) проводился при обязательном предположении о существовании непрерывной второй производной от искомой функции. Однако действительно ли мы имеем принципиальную возможность строго обосновать это, на первый взгляд, весьма заурядное допущение? Как будто бы, такая возможность имеется… 

Можно, к примеру, апеллировать к физическому смыслу задаче: температура внутри тела обычно меняется плавно, а значит, как будто, должна быть гладкой функцией. Однако в условиях задачи мы допускали неоднородность теплопроводящего материала и наличие неравномерно (и вообще говоря, произвольно) распределенных тепловых источников. При этих предположениях необходимая степень гладкости рассматриваемой функции далеко не очевидна. Кроме того, при анализе уже имеющихся чисто математических объектов никак нельзя привлекать особенности физического явления. Надо отдавать себе отчет в том, что из физики исследуемого процесса мы можем вывести соотношения (1.1), (1.2) и ничего более. Математические особенности рассматриваемых функций определяются исключительно поставленной абстрактной математической задачей, но никак не ее физическим прототипом.

Но, может быть, мы сможем непосредственно доказать, что функция u дважды непрерывно дифференцируема? Такой результат действительно мог бы быть получен при соответствующих ограничениях на функции k и f, но лишь на второй стадии исследования, уже после того, как будет завершен вывод математической модели. Фактически требуемое свойство устанавливается лишь в процессе доказательства классической разрешимости задачи по завершении построения модели. Таким образом, еще даже не получив уравнение, мы выдвигаем странное для данного этапа исследования требование того, чтобы его решение обладало каким-то положительным свойством. Доказательство же справедливости этого свойства средствами теории уравнений математической физики, в свою очередь, проводится в предположении того, что математическая модель уже получена. Очевидно, мы имеем дело с типичным порочным кругом: для вывода уравнения необходимо привлекать свойства его решения, а для обоснования этих свойств нужно, по крайней мере, иметь само уравнение (см. рис. 1.7). Подобная ситуация никак не может быть признана удовлетворительной. 
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Рис. 1.7. Порочный круг при построении математической модели.
Естественно задаться вопросом, почему же столь очевидное противоречие обычно ускользает из внимания исследователей. Такая печальная картина объясняется, по-видимому, тем обстоятельством, что непосредственным моделированием процессов природы занимаются физики (а также химики, биологи, экономисты и др.), которых интересуют главным образом физические, а никак не математические гипотезы, лежащие в основе вывода уравнений. Главной задачей для них является выявление тех причин, которые предопределили именно такой, а не какой-либо иной ход развития рассматриваемых событий, а также качественная и количественная оценка степени влияния каждого из учитываемых факторов на конечный результат. 

В рассматриваемом случае физик обращает внимание на то, что исследуемое тело является достаточно длинным и тонким, все переходные процессы уже установились, перенос тепла обусловлен исключительно за счет теплопроводности, в то время как другие возможные причины теплопереноса (излучение, конвекция, теплообмен с окружающей средой, наличие химических реакций и др.) не играют существенной роли. Решая чрезвычайно важную и трудоемкую задачу постижения сути изучаемого явления, физик, как правило, даже и не задумывается о тех мелких (как ему кажется) технических трудностях математического характера, с которыми ему приходится сталкиваться по ходу исследования законов природы. Можно ли его осуждать? Обоснованием математических процедур, по логике вещей, должны непосредственно заниматься профессиональные математики.

Действительно качественный анализ системы, в частности, обоснование разрешимости имеющихся уравнений и выявление возможных свойств решения задачи – это уже дело чистых математиков. Да оно и понятно. Кому кроме них под силу разобраться в этих кошмарных математических дебрях? Однако, к сожалению, чистые математики – это даже не прикладники, которые по долгу службы вынуждены еще время от времени задумываться о физической интерпретации получаемых ими результатов и общаться с непосредственными потребителями своих исследований. Чистые математики в своем абсолютном большинстве воспринимают уравнения как непосредственный уже существующий объект исследования, считая (и не без основания), что вывод уравнений – это удел физиков. 

Всё правильно. У нас есть четкая постановка задачи (например, краевая задача для дифференциального уравнения). Дело математика – установить, при каких условиях она будет иметь решение, какими свойствами будет это решение обладать, а также указать практический способ его нахождения. Для математика-теоретика уравнение – это реально существующий объект, столь же естественный, как электрическая схема для физика, химический реактив для химика, а живой организм для биолога. Весьма характерной здесь является мысль Шарля Эрмита: "Я полагаю, что числа и функции анализа не являются произвольным созданием нашего ума; я думаю, что они существуют вне нас с такой же необходимостью, как и предметы объективной реальности, и мы их встречаем или открываем и изучаем так же, как физики, химики и зоологи". Уравнение будет вполне допустимым объектом математического анализа даже в том случае, когда за ним вообще не стоит какое-нибудь физическое явление. А уж физикой должны заниматься профессиональные физики…

Вот и получается, что проблема математического обоснования вывода модели физического явления в значительной степени остается вне сферы профессиональных интересов и физиков, и математиков. Будучи, вне всякого сомнения, математической по своей природе, физику она не очень интересна. Если бы он даже и смог решить указанную проблему, то всего лишь получил бы со всей степенью математической строгости те уравнения, которые для него и так очевидны. Затратив немалые усилия и установив чисто математический результат, физик нисколько не продвинулся в своем собственном научном исследовании. Так будет ли он браться за решение этой задачи, выходящей далеко за пределы области его научных интересов и компетенции?  

Если мы имеем дело с чисто математической проблемой, то решать ее, по идее, должен профессиональный математик. Вот только какой? Коль скоро предметом исследования у нас, в принципе, являются уравнения математической физики, то поставленная задача, как будто бы, относится к сфере компетенции специалистов по теории уравнений с частными производными… Но для них постановка задачи обычно начинается с записи уже готовых уравнений. А для того, чтобы разобраться с их выводом, надо с головой погрузиться в дремучую физику процесса. Но, как это не печально, в живой физике математики-теоретики в своей массе разбираются примерно так же, как абсолютное большинство физиков –  в математических абстракциях… К тому же специалисту по уравнениям математической физики для обоснования вывода модели едва ли сильно поможет имеющийся у него в арсенале мощный аппарат теории уравнений с частными производными. Техника исследования уравнений здесь не играет никакой роли, поскольку сами уравнения пока еще даже и не получены.     

Так, может быть, указанная проблема просто надумана, коль скоро в ее решении, как будто бы, не заинтересованы напрямую ни физик, ни математик, специализирующийся в области уравнений математической физики? Возможно, и так... Однако и в этом случае вещи должны быть названы своими именами. Либо мы обязаны строго обосновывать все этапы исследования (другое дело, что это не всегда удается), либо мы приобретаем законное право совершать все (а не только некоторые) действия формально. А на этом пути можно зайти достаточно далеко… 

Действительно, стоит ли вообще доказывать существование решения какой-либо задачи, если уже из физических соображений следует, к примеру, что тело в любой точке наверняка обладает какой-нибудь температурой? Значит, искомое решение наверняка должно существовать, и никакой проблемы здесь нет? Именно так часто рассуждают физики, да и значительное количество математиков-прикладников… 

А стоит ли тратить драгоценное время на обоснование сходимости какого-нибудь изощренного численного алгоритма, если нам, в принципе, ничего не мешает выписать и запрограммировать все необходимые формулы? А уж компьютер-то непременно выдаст какой-нибудь результат… Вот только как мы узнаем, что это действительно решение исследуемых уравнений? Будем сравнивать полученные результаты с экспериментом? А мы что, действительно знаем, в какой степени наша модель описывает данный процесс? Неужели мы уверены в том, что используемые в процессе счета параметры системы (например, k и f в рассмотренном примере) соответствуют их истинным значениям? Хорошо, если результаты счета окажутся правдоподобными и достаточно близкими к экспериментальным данным. А если нет? Стоит ли в целях повышения точности уменьшать шаг, существенно увеличивая объем вычислений? В отсутствии строгого обоснования численного алгоритма у нас вообще нет никаких гарантий по части точности решения задачи. 

Неужели на этапах качественного и количественного анализа системы математическая строгость нужна, а на стадии построения задачи она уже не обязательна? А если так, то будет ли у нас моральное право с чистой совестью пользоваться термином "уравнение математической физики", коль скоро мы в действительности не в состоянии грамотно вывести его из физики процесса?

 Да, конечно, мы далеко не всегда можем строго обосновать все необходимые математические выкладки. А практические соображения часто вынуждают нас выполнять некоторые преобразования формально. Действительно, уж лучше решить задачу приближенно без строгого доказательства разрешимости уравнений и сходимости алгоритма, чем геройски взяться за решение столь сложных и зачастую совершенно не подъемных математических задач, а в результате не получить ровным счетом ничего. Всё это так… Но неужели стоит гордится собственной слабостью и начисто игнорировать наличие нерешенной проблемы?

Так или иначе, у нас есть, по-видимому, достаточно веские основания сомневаться в корректности вывода математических моделей имеющимися средствами. Это исключительно серьезное обстоятельство способно поставить под сомнение обоснованность всего классического подхода в математической физике. В подобных условиях возникает острая необходимость поиска принципиально иного способа построения математических моделей, не обладающего указанными недостатками. Особую актуальность здесь приобретает поиск альтернативных путей исследования задач математической физики. 

Первое, что приходит на ум – это попытаться перейти от понятия классического решения к обобщенному. Как известно, уже более полувека именно с обобщенным, а не с классическим подходом связаны важнейшие направления развития математической физики. В этих условиях естественно было бы обратиться к обобщенному решению в надежде, что именно на его основе удастся преодолеть серьезные трудности, встретившиеся на нашем нелегком пути. 

Итак, наши ближайшие планы связаны с понятием обобщенного решения задач математической физики.

Выводы
1. Математический анализ явлений природы включает в себя вывод математической модели, качественный анализ полученной задачи и ее численное решение.

2. Все три этапа исследования связаны с понятием классического решения задачи.

3. Вывод математической модели на основе классического подхода приводит к порочному кругу: при построении уравнения состояния используется гладкость его решения, а для обоснования гладкости необходимо иметь постановку задачи.

4. Для корректного вывода математической модели необходимо искать альтернативный путь исследования.
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